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傅立叶变换（注意这边与我们常用的定义是相反的）

F (t) =

∫ +∞

−∞
F(ω)e−iωtdω, F(ω) =

1

2π

∫ +∞

−∞
F (t)eiωtdt (1)

宏观 Maxwell 方程：

∇·B(r, t) = 0

∇·D(r, t) = ρ(r, t)

∇× E(r, t) = − ∂

∂t
B(r, t)

∇× H(r, t) = j(r, t) + ∂

∂t
D(r, t)

对上述四条方程做傅立叶变换（根据我们定义的傅立叶变换，在使用求导定理时要注意符号）

∇·B(r, ω) = 0

∇·D(r, ω) = ρ(r, ω)

∇× E(r, ω) = iωB(r, ω)

∇×H(r, ω) = J (r, ω)− iωD(r, ω)

线性材料频域下的本构关系可以写为

D(ω) =
↔
ϵ (ω)E(ω)+

↔
ξ (ω)H(ω) (2)

B(ω) =
↔
η (ω)E(ω)+

↔
µ (ω)H(ω) (3)

可以定义下面的张量
↔
K (ω) ≡

[↔
ϵ (ω)

↔
ξ (ω)

↔
η (ω)

↔
µ (ω)

]
(4)

引入本构关系后，可以将宏观 Maxwell 方程写成如下形式（当然，还有两条散度方程）

(
↔
D −iω

↔
K)e = −J (5)

其中
↔
D=

[
0 −∇×

∇× 0

]
, e =

[
D(ω)

B(ω)

]
, J =

[
J (r, ω)

0

]
(6)
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如果只考虑体系的 ϵ，（µ = µ0），宏观 Maxwell 方程可以写为(
∇× (∇×)− ω2

c2
ϵr(r, ω)

)
E(r, ω) = iωµ0Jf (r, ω) (7)

更普遍地，我们考虑如下形式的方程

(L − λρ(r))u(r) = f(r) (8)

其中 L 是某个线性微分算子，u(r) 是待求解的场。对应于这条方程的格林函数定义为

(L − λρ(r))g(r, r′) = δ(r − r′) (9)

这是标量形式的方程和格林函数。我们研究的电磁波是矢量，因此矢量形式的微分方程为

(L − λ
↔
ρ (r))u(r) = f(r) (10)

相应的格林函数则应该写成并矢形式

(L − λ
↔
ρ (r))

↔
G (r, r′) =

↔
I δ(r − r′) (11)

因为格林函数表示的是对“源”的某种响应形式，因此在矢量情况下把格林函数写成并矢是自然的。对式 (19) 两边

同乘 f(r′) 并对全空间积分∫
(L − λ

↔
ρ (r))

↔
G (r, r′)f(r′)d3r′ = (L − λ

↔
ρ (r))

∫
↔
G (r, r′)f(r′)d3r′ =

∫
↔
I δ(r − r′)f(r′)d3r′ = f(r) (12)

不难看出

u(r) =
∫

↔
G (r, r′)f(r′)d3r′ (13)

于是所有的问题都转化为了对（并矢）格林函数的求解。同时我们可以看到，格林函数是不依赖于源的具体形式

的，只跟方程的形式，即体系有关（L，
↔
ρ）。格林函数可以理解为按照某种规则对空间源的分布进行求和，所有的

响应叠加起来就是我们要求解的场。

简单例子：

对于静电情况，真空中的电势满足

∇2Φ = − 1

ϵ0
ρ(r) (14)

格林函数

∇2G(r, r′) = − 1

ϵ0
δ(r − r′) (15)

由公式

∇21

r
= −4πδ(r) (16)

可以得到

G(r, r′) = 1

4πϵ0

1

|r − r′| (17)

于是

Φ =

∫
1

4πϵ0

ρ(r′)
|r − r′|d

3r′ (18)
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这就是库仑定律。

出于简单，我们考虑三维空间中的各向同性介质。Maxwell 方程为(
∇×∇×−k2

)
E(r, ω) = iµωJ (r, ω) (19)

其中 k =
ω

c/n
。并矢格林函数定义为

(
∇×∇×−k2

) ↔
G (r, r′) =

↔
I δ(r − r′) (20)

E(r, ω) = iµω

∫
↔
G (r, r′)J (r′, ω)d3r′ (21)

∇ ×∇× 这个算符是不好处理的，因此我们一般从洛伦兹规范下的标量波动方程出发。记得，将表势和矢势根据

定义带入 Maxwell 方程组后，可以得到

∇2Φ +
∂

∂t
(∇·A) = − ρ

ϵ0
(22)

∇2A − 1

c2
∂2

∂t2
A −∇

(
∇·A +

1

c2
∂Φ

∂t

)
= −µ0j (23)

洛伦兹规范为

∇·A +
1

c2
∂Φ

∂t
= 0 (24)

在洛伦兹规范下，标势和矢势都满足波动方程（为了包括介质中的情况，此处已经将 ϵ0, µ0 换成了 ϵ, µ）(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
A(r, t) = −µj(r, t) (25)(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
Φ(r, t) = −ρ(r, t)

ϵ
(26)

傅立叶变换后 (
∇2 + k2

)
A(r, ω) = −µJ (r, ω) (27)(

∇2 + k2
)
Φ(r, t) = −ρ(r, ω)

ϵ
(28)

定义格林函数如下 (
∇2 + k2

)
G0(r, r′) = −δ(r − r′) (29)

注意，之前我们见到的格林函数，自变量都直接写成 r − r′，即 G(r, r′) = G(r − r′)。但实际上这只在线性微分算

符与空间无关的情况下成立。考虑简单的情况，A 和 Φ 为

A(r, ω) = µ

∫
G0(r − r′)J (r′, ω)d3r′, Φ(r, ω) = 1

ϵ

∫
G0(r − r′)ρ(r′, ω)d3r′ (30)

然后进一步得到电场和磁场

E(r, ω) = iωA−∇Φ, H(r, ω) = 1

µ
∇×A (31)

电场可以写为

E(r, ω) = iωµ

∫
G0(r − r′)J (r′, ω)d3r′ − 1

ϵ
∇
∫

G0(r − r′)ρ(r′, ω)d3r′ (32)
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由频域下的电荷守恒

∇·J (r, ω)− iωρ(r, ω) = 0 (33)

E(r, ω) = iωµ

∫
G0(r − r′)J (r′, ω)d3r′ − 1

ϵ
∇
∫

G0(r − r′) 1
iω

∇′· J (r′, ω)d3r′ (34)

利用公式 ∇· (fa) = ∇f · a + f∇· a，∫
G0(r − r′) 1

iω
∇′· J (r′, ω)d3r′ =

∫
1

iω
{∇′· (G0(r − r′)J (r′, ω))− J (r′, ω)·∇′G0(r − r′)}d3r′ (35)

前面一项可以用高斯定理
∫
V

dτ∇·A =

∮
S

dS·A 化为面积分，并且运用边界条件（格林函数在无穷远处趋于 0）消

去，因此电场化为

E(r, ω) = iωµ

∫
G0(r − r′)J (r′, ω)d3r′ + 1

iωϵ
∇
∫

J (r′, ω)·∇′G0(r − r′)d3r′ (36)

注意到 ∇′G0(r − r′) = −∇G0(r − r′)，k = w
√
ϵµ，于是得到

E(r, ω) = iωµ

∫ {
G0(r − r′)

↔
I +

1

k2
∇∇G0(r − r′)

}
J (r′, ω)d3r′ (37)

从而得到并矢格林函数

↔
G (r, r′) =

(
↔
I +

1

k2
∇∇

)
G0(r − r′) (38)

E(r, ω) = iωµ

∫
↔
G (∇,∇′)J (r′, ω)d3r′ (39)

H(r, ω) =
∫

∇×
↔
G (∇,∇′)J (r′, ω)d3r′ (40)

我们已经知道，标量格林函数为

G0(r − r′) = eik|r−r′|

4π|r − r′| (41)

− container 在球坐标系下推导三维标量格林函数

将原点移动到 r′ 处 (
∇2 + k2

)
G0(r) = −δ(r) = −δ(r)δ(θ)δ(ϕ)

r2 sin θ
(42)

分离变量 G0(r) = Θ(θ)Φ(ϕ)R(r)，由对称性容易知道只与 r 有关，并利用到

δ(r) = 1

4πr2
δ(r) (43)

径向方程化为
d

dr

(
r2
dR

dr

)
+ k2r2R = −δ(r) (44)

解可以取为 0 阶汉克尔函数 h
(1)
0 (kr), h

(2)
0 (kr)

R(r) = A h
(2)
0 (kr) + Bh

(1)
0 (kr) = A

eikr

kr
+B

e−ikr

kr
(45)

注意到无穷远处的渐进行为

kr → ∞, h(1)(2) =
exp

[
∓i

(
kr − nπ

2

)]
kr

(46)
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分别对应于向内和向外传播的球面波，因此我们这里只取 h
(2)
0 (kr)，R(r) = A

eikr

kr
. 为了确定系数 A，只需要带回

原方程并积分。。。。。

并矢格林函数的具体形式

↔
G (r, r′, ω) =

(
↔
I +

1

k2
∇∇

)
eikR

4πR
(47)

=
k

4π

(
eikR

kR

↔
I +

1

k2
∇
(
eikR∇ 1

kR
+

R
R
ikeikR

1

kR

))
(48)

=
k

4π

{
eikR

kR

↔
I +

1

k2

[
eikR∇∇

(
1

kR

)
+

ikR
R

eikR∇
(

1

kR

)
+∇

(
ieikR

R2
R
)]}

(49)

∇
(
ieikR

R2
R
)

= ∇
(
ieikR

R2

)
R +

ieikR

R2
∇R

= −keikR
RR
R3

+ ieikR
(
−2R
R4

)
R +

ieikR

R2

↔
I

ikR
R2

eikR∇
(

1

kR

)
=

iR
R2

eikR
(
− R
R2

)
故

↔
G (r, r′, ω) = k

4π

{
eikR

kR

↔
I +

1

k2
eikR

[
∇∇

(
1

kR

)
− k

RR
R3

− 3iRR
R4

+
i

R2

↔
I

]}
(50)

我们有

∇∇1

r
= −4π

3
δ(r)

↔
I +

1

r3

(
3rr
r2

−
↔
I

)
(51)

因此
↔
G (r, r′, ω) = k

4π

eikR

kR

[
↔
I

(
1− 4π

3k2
δ(R)− 1

k2R2
+

i

kR

)
+

RR
R2

(
3

k2R2
− 1− 3i

kR

)]
(52)

定义下列函数

A(x) = eix
(
x−1 + ix−2 − x−3

)
, B(x) = eix

(
−x−1 − 3ix−2 + 3x−3

)
(53)

于是
↔
G (r, r′, ω) = − 1

3k2
δ(R)

↔
I +

k

4π

[
↔
I A(kR) +

RR
R2

B(kR)

]
(54)

根据 1/R 衰减的速度，我们可以将格林函数分为近场，中场，远场区域

↔
G (r, r′, ω) =

↔
GNF +

↔
GIF +

↔
GFF

↔
GNF=

eikR

4πR

1

k2R2

(
−

↔
I +

3RR
R2

)
↔
GIF=

eikR

4πR

i

kR

(
↔
I −3RR

R2

)
↔
GFF=

eikR

4πR

(
↔
I −RR

R2

)
应用：对于放置于 r0 的点电偶极子，其电荷密度可以写为

ρ(r) = −p·∇δ(r − r0) (55)
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